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Min oandlighet.

Kapitlets syfte

Den klassiska synen pa oandliga mangder ar bristfallig. Har ger jag min tolkning.

Kort om nagra "viktigheter”

Punkt

Redovisas fylligare i kapitlet ”Minst och storst”.
Punkten saknar egenskapen dimension.

Om tva punkter har ett avstand mellan sig, ar de atskilda. Om avstandet ar 0, alltsa
nar de ligger i tankt kontakt med varandra, ar de en och samma punkt. Detta foljer
av deras dimensionsloshet (0 + 0 = 0).

Gransvarde och slutvarde
Redovisas fylligare i kapitlet "Grénsvérden”.

| det har kapitlet anvander jag mig huvudsakligen av monotont vaxande talfoljder.
Om talfoljden nar fram till ett avslutande vérde, kallar jag det for slutvéarde. |
annat fall &r det ett gransvarde. For att fa heta gransvarde kravs alltsa, att foljden
ar utan slut.

Alltsa: Ett slutvarde uppnas, men ett gransvarde ar ouppnaeligt.

Nér en talfoljd leder mot ett gransvarde, styrs konvergensen av bestdmda
egenskaper hos talen i foljden. Hos grénsvardet har en eller flera av dessa
egenskaper andrats eller fallit bort och andra kan ha tillkommit.

Talfoljden 1/2, 2/3, 3/4, ..., n/(n+1) har slutvérdet n/(n+1), exempelvis 999/1000.
Foljden 1/2, 2/3, 3/4, ... har & andra sidan ett ouppnaeligt gransvarde som ar exakt
1. Alla ingaende termer ar oféranderligt akta brak, det vill sdga sadana, som inte
kan reduceras till heltal, men gransvardet 1 &r ett heltal. Denna foérandring ar
kvittot pa, att gransvardet ar identifierat.
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Peanos axiomsystem
Peanos axiomsystem bestar av fem axiom, dar de tre forsta lyder:

1. Talet 1 ar ett naturligt tal.

2. Varije naturligt tal x har exakt en efterfljare, betecknas o(x), som ocksa ar
ett naturligt tal.

3. Det finns inget naturligt tal sddant att o(x) = 1.

Axiom 1 sager, att 1 &r ett naturligt tal och axiom 3 att 1 &r det forsta naturliga
talet. Axiom 2 definierar efterfljare, ett begrepp som d&r centralt i min
framstéllning.

Peano angav talet 1 som forsta tal. Senare har en del matematiker &ndrat
forstatalet till 0. Helt fel, anser jag. Alla naturliga tal upptrader pa samma satt till
skillnad fran 0. Nollan ar en katt bland hermelinerna, darav mitt val 1. Varje
naturligt tal har ett varde, medan nollan ar det enda tal som ar vardeldst!

Utgaende fran axiomsystemet kan man bevisa ett antal satser och darigenom fa
fram, att efterfoljaren till varje naturligt tal n &rn + 1.

Oandliga tveksamheter
Den vedertagna synen pa oandliga mangder dras med tvivelaktigheter.
Exempel 1 — att rakna andligt i odndligheten:

Mangden A innehéller n element. Antalet delmangder till A &r, med
mangden sjalv och den tomma méangden inraknade, 2". Detta kan verifieras
for andliga varden pa n.

Men om n byts ut mot ett oandligt tal m, ar det ett oandligt kardinaltal utan
bestamt varde — bara en storleksordning som representerar oandligt manga
varden.

Trots att n och m &r vasenskilda, hanterar man m precis som n och sager,
att antalet delmangder till den oandliga méangden &ar 2™.

Sammanfattning:  Sa& har raknar vi, nar det galler andliga mangder, sa da
gor vi pa samma satt for oandliga mangder.

Exempel 2 — att inte rdkna &ndligt i o&dndligheten:

Om vi har en stor, andlig mangd och tar bort cirka halften av elementen, far
vi en mindre mangd som resultat. Men om vi halverar en oéndligt stor
mangd, sa ar den fortfarande lika stor. Samma géller om vi dubblerar
mangden eller multiplicerar dess storlek med sig sjalv. Mangden ar
oftrandrat stor.
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Sammanfattning:  Sa& har raknar vi, nar det galler andliga mangder, men
inte nér det handlar om oandliga méangder.

Exempel 3 — kombinera exempel 1 och 2:

Jag vdljer kardinaltalet m i exempel 1. Enligt oandlighetsmatematiken
(exempel 2) & m x m = m? = m. D& ar 4ven m® = m, och s vidare: m" = m.
| exempel 1 behandlades n och m pa likvardiga sétt. Skrev man 2" sa skulle
det ocksa fungera for 2™. Byt nu n till m i m" = m och vi far m™ = m.

m > 2 ger m™ > 2™, Samtidigt sager Cantors sats, att m < 2". Av allt detta
far vi, att m = m™ > 2™ > m, det vill siga m > m. Hur bortférklarar man
denna storande motsagelse? Ska vi rakna andligt eller oandligt eller pa bada
satten samtidigt?

Exempel 4 — att satta o&ndligt stort lika med O:

Jag utgar fran mangden N, = {1, 2, 3, ... , n} och borjar med n = 9, alltsa
Nn={1,2,3,4,5,6,7,8, 9}, och jamfér den med sin delméngd jamna tal,
Jn, som ar {2, 4, 6, 8}. Nar vi parar ihop dem,

1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 4 6 8

blir delméngden {5, 6, 7, 8, 9} 6ver i N,. N, har ungefar dubbelt s3 manga
element som J,, sd nar n vandrar ivdg mot oandligheten, s gor ocksa
skillnaden i antal element hos méngderna , cirka n/2, det.

Anda forvantas vi acceptera, att denna standigt vaxande enorma skillnad
bara férsvinner, pyser ihop till 0, nar den blir oandligt stor.

Sammanfattning: Trots att Iimg=oo, andrar vi resultatet till 0 for att fa

n—o

tillgang till 1-1-utjamningar borta i oandligheten.

Exempel 5 — Diagonalmetoden

Det finns flera allvarliga invédndningar mot den i sammanhanget mycket

viktiga diagonalmetoden. Nagra av dessa redovisar jag i kapitlet "Oandliga

tal och mangder™.
Man kan givetvis satta upp vilka spelregler som helst i matematiken och fran dem
bygga komplexa monster som i fallet odndliga mangder. Men nér det borjar
gnissla i maskineriet och spiralfjadrar hoppar strémhopp ur madrassen, da ar det
kanske dags att tdnka om.

Hur mangder definieras

Den vanligaste uppdelningen av méngdtyper ger den &ndliga och den o&ndliga
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mangden. Man definierar forst den ena och later sedan den andra vara det, som
inte stammer med den forsta definitionen. Utgaende fran sjalvklarheten att andliga
mangder existerar, definieras ofta odndliga mangder sa har.

En mangd ar oandlig, om den inte ar andlig.
Om man istallet faststéller, vad som menas med en oandlig mangd, far man
En mangd ar andlig, om den inte ar oandlig.

Jamforandet &r en onddig inskrdnkning som kan ldgga krokben for andra
mangdtyper.

Mangden M = {1, 2, 3, ..., n} innehaller n element. Den &r &ndlig. Samtidigt finns
det ingen grans uppat for det naturliga talet n. Hur stort jag an valjer vardet, finns
det alltid &ndlost manga storre att tillgd. Se hisnande exempel i kapitlet ” Talens
jattar och dvérgar”.

Det oédndliga ar ju onekligen &ndlost och det andlésa ar val inte den bésta
beskrivningen av andligt. VVad skiljer dem da at?

Tarjagi M ={1, 2, 3, ..., n} bort n, far jag méangden N = {1, 2, 3, ...}, dér de tre
punkterna markerar avsaknad av slut. N star i larobdckerna for mangden av alla
naturliga tal och &r av prickarna att déma en oéndlig méangd. Skillnaden tycks
hdnga pa ett n. Nar ramlar lilla n bort, sa att det andliga vaxlar over till det
odndliga? Jag forbryllas av denna tankesuddighet. Mig veterligt finns det inget
stalle, dar ett naturligt tal flippar Gver till ett oandligt tal och da upphor att vara
naturligt enligt definition, men trots detta fortsatter att betraktas som naturligt.

Battre dn ovanstaende definitioner &r, att varje mangdtyp i mojligaste man
definieras utan jamforelse med annan méngdtyp. Ibland kan en méngdtyp vara en
utvidgning av en annan och da ar jamforelse ej inskrankande. Det kan bli nagot i
den hér stilen:

Oandlig méangd (Dedekind 1888):

En méngd ar oandlig, om den &r lika stor som (mer exakt: ekvivalent med)
en akta delméangd av sig sjalv.

Andlig mangd:

En mangd ar andlig, om dess antal element begréansas av ett naturligt tal.
Om vi utgar fran det klassiska laget, & mangderna N = {1, 2, 3, 4, ...} och dess
delméangd NJ = {2, 4, 6, 8, ...} lika stora (eftersom de &r ekvivalenta). Alltsa ar

mangden N i éverensstammelse med definitionen av oandlig méngd.

Jag ar emellertid langt ifran klar med N och aterkommer till den mangden efter
genomgangen av exakta och diffusa tal.
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Om vi jamfor méangden M = {1, 2, 3, 4, 5, 6} med sin delméngd av jamna termer,
alltsa MJ = {2, 4, 6}, sa ser vi, att M har 6 element och MJ har 3. De ar alltsa inte
lika stora, sa darfor ar M inte en oandlig mangd.

Betrakta foljande, av mig pahittade, typdefinition.

En foljd av siffror bildar ett decimalldst tal T > 0.
En méangd kallas hybrisméangd, om dess antal element &r T.

Tva elementantal som duger &ar t1 = 12583 och t2 = 224411. Ett tredje ar den
sifferfoljd som fas av decimalerna till &, alltsa t3 = 14159265358979... . Ett fjirde
ar decimalfoljden hos talet e, alltsa t4 = 71828182845904... .

Om T =1t1 = 12583, &r hybrisméngden andlig. Ifall T =t3 = 14159265358979... ar
mangden oandlig.

Lagg marke till, att trots att t3 och t4 enbart ar uppbyggda av siffror som bildar
decimalldsa, positiva tal > 0, ar de inte naturliga. For tva olika naturliga tal a och
b géller, att a < b eller b < a. Men det gar inte att avgora, vilket som &r storst av t3
och t4, eftersom vi aldrig kan fa fram deras respektive antal siffror. Om t3 har fler
siffror an t4 &r t3 storst, annars ar det tvartom. t3 och t4 uppfyller inte Peanos
axiom.

En hybrisméngd kan vara &andlig eller odndlig utan att vara definierad som
nagondera av dem.

Definitioner

Definition 1:
Med stegning avses forflyttningar fran ett heltal till ett annat via additioner
med 1 eller -1.

Stegning &ar en latt utvidgning av begreppet efterféljare. Fran 1 nar jag det
naturliga talet n via stegning med +1 ett givet antal ganger, vilket & samma som
att ta sig genom ett givet antal efterfoljare. Fran n nar jag tillbaka till 1 via lika
manga negativa stegningar (-1).

Pa samma satt nar jag fran 1 ett godtyckligt heltal m via stegning med +1 eller -1.
Aterstegning fran m till 1 sker med omvénda tecken.

Definition 2:
Ett tal &r uppnaeligt, om det ar 1 eller kan nas via stegning fran 1.
Ett tal &r ouppnaeligt, om det inte kan nas via stegning fran 1.

Om ett tal ar (formellt) uppnaeligt, sa ar det andligt, oberoende av hur stort det ar.
Definition 3:

En andlig mangd har ett uppnaeligt antal element.
En oandlig mangd har ett ouppnaeligt antal element.
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Definition 4:
Ett tal som ar uppnaeligt, &r ett exakt tal.
Ett tal som ar ouppnaeligt, &r ett diffust tal.

Naturliga tal

Peanos axiom ger, att varje naturligt tal > 1 kan nas via stegning fran 1. Talet 1
nas genom aterstegning fran annat naturligt tal.

Slutsats:
Varije naturligt tal ar exakt, eftersom det &r uppnaeligt.

Heltal

Varje negativt heltal ar ett naturligt tal med omvént tecken, sa det ar ocksa
uppnaeligt. Slutligen ar aven talet 0 uppnaeligt.

Slutsats:
Varije heltal &r exakt, eftersom det ar uppnaeligt.

Rationella tal

Jag definierar ett rationellt tal som ett brak a/b, dar a &r ett heltal och b ett
naturligt tal (b > 1 enligt Peanos axiom ovan).

For ett godtyckligt brak galler, att dess kvot ar ett tal med eller utan decimaler. |
vissa fall blir decimalerna oandligt manga, fast med cyklisk upprepning efter ett
antal inledande decimaler. Exempelvis ar 15/7 = 2,14285714285714..., dar
142857 upprepas cykliskt utan slut direkt efter decimalkommat. Jag markerar vid
behov cyklisk upprepning med understrykning, sa 2,14285714285714... =
2,142857.

Vilket antal decimaler kvoten har beror inte pa talvardet, utan pa vilken bas vi
presenterar braket i. Jag noterar basen som ett index inom parentes, sa har for bas
10: 120410). Om jag véljer brakets namnare b som bas, blir utrakningen av braket
alltid ett varde med hogst 1 decimal (ingen, om divisionen gar jamnt upp).
Exemplet 15/7 ger med bas 7 (har siffrorna 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) :

(15/7) a0y = 2,14285710)
(21/10)q) = 2,1¢7)

Ett exempel med bas 17 (har siffrorna 0, 1, 2, ..., 9, A, B, ..., G):

(11/17)q0) = 0,6470588235294117 10
(B/10)a7y =0,Buy
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Ett rationellt tal pa decimalform kan alltid skrivas pa brakform, till exempel

1,944:
1,944 = 1944/1000 = 243/125.

1,9444... :

w = 1,94;

90w =100w - 10w =194,4 - 19,4 = 175;
w = 175/90 = 35/18;

1,9444... = 35/18.

Ett godtyckligt brak a/b kan nas genom stegning fran 1. | varje steg adderar jag
parallellt 1 till ndmnaren och 1 eller -1 till téljaren, tills jag nar fram till ett av a
och b. Sedan fortsatter jag fardigt med den andra brakdelen. Fran ett givet brak
kan jag pa motsvarande satt backa tillbaka till 1/1 = 1. Alternativt (om jag inte vill
stega parallellt) kan jag forst stega exempelvis téljaren och darefter n&mnaren.

-3/7:
1=1/1-0/2 - -1/3 - -2/4 - -3/5 - -3/6 - -3/7.
-3/7--216>-15-04->13-1/2->1/1=1.

Varije rationellt tal ar alltsa ett exakt tal.

Slutsats:
Varje rationellt tal ar exakt, eftersom det ar uppnaeligt.

Irrationella tal

Kortfattat kan man séga, att ett irrationellt tal ar ett tal som inte kan representeras
av ett brak a/b enligt ovan. Detta innebér, att talet har ett ouppnaeligt antal
decimaler och att avslutande cykliska upprepningar saknas.

Jag tar nu hjalp av intervallinkapslingssatsen, sadan som jag beskriver den i
kapitlet Gransvarden (vanligen se detta, om du inte redan gjort det).

Jag har ett positivt irrationellt tal t = H,d;d.ds... (H = heltalsdel, d; = decimal nr i).
t kan goras om till en monotont véxande oédndlig talfoljd

T= H,dl H,dldg H,d1d2d3
som i sin tur kan anvandas som undre andvérden i en foljd av slutna, reella
intervall.

ViharH< H,d; < H,didr < Hdidods < ...<H+1
(stréng olikhet, eftersom H,999... &r cyklisk och darmed inte ett irrationellt tal)

Eftersom foljden T har en Ovre grans = H + 1, har den i egenskap av reellt tal en
minsta Ovre grans g = foljdens gransvarde.

Jag skapar nu den reella intervallfoljden
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[H_g]l [H!dl_g]! [H,dldz_g], [H!dld2d3_g]l [ERI
dar intervallens undre &ndvarden ges av den monotont véxande talféljden T och
dar det oOvre andvérdet g ar fast. Intervallfoljden uppfyller villkoren for
intervallinkapslingssatsen, sa slutsatsen blir, att det alltid finns oandligt manga
alternativ for T-talfoljden, alltsa en oandlig mangd ej exakta véardevarianter hos t.

Den undre gransen (H,d1d»ds...) flyttar allt ndrmare den Ovre (g) utan att
nagonsin na fram till g. Detta g ingar i alla slutna intervall tillsammans med
oandligt manga andra vérden, men g blir dock aldrig ensam herre pa tappan.

Intervallinkapslingssatsen faststéller, att ett irrationellt tal &r diffust. Det har
oandligt manga olika varden, varav ett enda, g, garanterat ingar i alla slutna
intervallen. A andra sidan kan vi aldrig identifiera detta g exakt, pa grund av att
dess antal decimaler ar oandligt (ouppnaeligt). | egenskap av monotont gransvarde
ar g ouppnaeligt och tillhor inte 16sningsmangden.

Talet ar ett intervall pa tallinjen, dar den undre gransen aldrig kan faststallas,
eftersom den &r rorlig, men dér man dock vet, att den ar mindre dn den Ovre
gréansen som ar det ej identifierbara vardet g ovan. En konsekvens blir, att det
irrationella talet har egenskapen dimension (ett 1-dimensionellt linjesegment).

Slutsats:

Varje irrationellt tal ar diffust, eftersom det har ett ouppnaeligt antal icke-
cykliska decimaler.

Da ett irrationellt tal 4 en sammanfattning av oandligt manga alternativa
varden, kan det diffusa talet sjalvt betraktas som en oédndlig méangd
alternativa vérden.

Ett irrationellt tal har egenskapen dimension > 0, till skillnad fran ett
rationellt tal som saknar dimension (= 0).

Taluppdelning

Ett godtyckligt reellt tal R innehaller upp till tre separata delar — en heltalsdel n,
en rationell del r och en irrationell del s. Om n, r eller s saknas i ett givet tal,
markeras de med O for n, O eller utelamnas for r samt utelamnas for s.

R=n+r+s.

Vi har, att r ar ett uppnaeligt tal med begransningen 0 < r < 1. Med uppnaeligt
menar jag, som redan namnts, att r har ett definitionsmassigt fixt antal decimaler
(eventuellt efter basbyte enligt ovan), vilket inte hindrar, att antalet kan vara
andIost stort. r har ett exakt varde, vilket aven framgar av, att det kan presenteras
som ett brak a/b, b # 0.
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Jag exemplifierar taluppdelningen med n = 3,141592653589793...

n r S
l.nt= 3 + 01 +  0,041592653589793...
2.n= 3 + 014 +  0,001592653589793...
3.n= 3 + 0141 +  0,000592653589793...
4.n= 3 + 01415 +  0,000092653589793...

Antalet decimaler 1 r vixer monotont mot odndligheten eftersom m ar irrationellt
(alltid en odndlig foljd av varierande decimaler som aldrig blir cykliska). s ar den
irrationella delen, vars varde avtar monotont mot 0. Bade n och r har i varje steg
exakta varden.

For s géller, att det bortom de upprékneligt inledande decimalnollorna (= antalet
decimaler i r), oberoende av hur manga dessa ar, finns en fortsattning av blandade
decimaler utan slut, vars antal darfor ar ouppnaeligt, det vill sdga oandligt. Det
innebar i sin tur, att oandlighetsmatematik galler for s. Vart s saknar exakt varde
och ar istdllet en oandlig mangd av olika vérden, alla lika giltiga pd grund av
odndlighetsmatematiken. De ligger alla i det 6ppna intervallet (0__0+).

Kommentar
0+ ar den ryska nollan, godtyckligt liten men &anda inte exakt 0, som
presenteras i kapitlet ”Minst och storst”.

Denna talmangd ger jag symbolen © (theta ser ut som en nolla som omsluter ett
litet intervall) och kallar den for ®-méngden.

Med exemplet m visade jag, att den irrationella delen alltid kan forvisas till
intervallet (0__0+).

Jag kan nuskrivaomR=n+r+s tillR=n+r+0O.

Alla berdkningar vi gor med irrationella tal, utfér vi i sjalva verket med den
reducerade rationella delen. Vi raknar inte med taletn + r + ® utan med n +r.

| praktiken &rt - t=n +1r- (n +r) =0, vilket inte ar helt korrekt. Den verkliga
skillnaden &r resterande ® - ©, en skillnad som é&r lika hopplds att hitta som oo - co.
Trots att alla virdena ® - ® dr odndligt sma, dr inget av dem exakt 0. I det 6ppna
intervallet (0__0+) som omsluter ® finns 0 inte med.

Vad som &r speciellt for ®-mangden &r, att dess samtliga element ar tal med
varden oskiljbart nara 0.

Kommentar
Vi kan aldrig né en position pa tallinjen, dér n + r dvergdr i n + r + @, precis
som det inte gar att folja upprakneliga tal, exempelvis de naturliga, till en
sammanhangande oandlighetsdvergang.
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Dags att presentera ett aldrig tidigare skadat irrationellt tal:
1+0

Varje enskilt rationellt tal kan fa sitt enda varde omvandlat till en oandligt manga
olika varden genom addering med ©.

N, mangden av naturliga tal, ar orimlig
Gox

Forst repeterar jag ett enormt stort naturligt tal.

Talet googol = 10'®

= 10000 000000 000000 000000 000000 000000 000000 000000 000000
000000 000000 000000 000000 000000 000000 000000 000000.
Talet é&r, trots sin storlek, ett naturligt tal.

Talet googolplex = 109°% ar ocks4 ett naturligt tal, men storre.
Skapa en foljd av tal enligt mallen a;% = a;, , ddraoch i ar naturliga tal.

Valj a; = 2. Detger a, = 2% =4 som ger a; = 4% = 256, som ger a, = 256°*°,
som ar forkrossande mycket storre &n googol.

Satt nu a, = googolplex, vilket ger, att a, = googolplex®%"'* Det slutliga talet
jag dr ute efter i talfoljden ar talet @40 go1piex - Detta naturliga tal kallar jag gox.
Trots sin “omajliga” storlek &r det i alla fall ett naturligt tal. Ar du inte nojd med

talet gox, sétter du a; = gox och kor igenom talfoljden till tal nummer gox, men
du nar dnda aldrig oandligheten. Andlost r inte samma sak som oéandligt.

Naturliga tal

Jag utgar fran Peanos ursprungliga axiomsystem, dar de naturliga talen borjar med
1. Se ovan, sidan 2.

Andlig mangd

Jag utgar fran talmangden M, = {1, 2, 3, ..., n} (n naturligt tal) som innehaller n
element. Alla godtyckliga mangder med n element ar ekvivalenta med M,. M, &r
uppraknelig, ar véaxande sorterad och innehdller bade ett minsta och ett storsta
varde (1 och n).

Andlighetsmatematik galler, sd 1-1-parning mellan {gris, kossa, lamm}
(ekvivalent med M3 = {1, 2, 3}) och M, = {1, 2, 3, 4} visar, att My har fler
element an M.

Andlos mangd
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Nu pillar jag bort n i M, och far talmangden M = {1, 2, 3, ... }. Den éar
uppraknelig, ar vaxande sorterad och innehaller ett minsta varde (1) men saknar
ett storsta varde. Givetvis géller Peanos axiomsystem for de enskilda elementen.
Andlighetsmatematik rader fortfarande. Var vi an tittar in i M, ser vi utan
undantag, att varje element har sin efterféljare. Saledes ar gox + 1 efterfoljaren till
ovan ndmnda gox.

Oéandlig mangd

Oandliga mangder lyder under en egen, speciell oandlighetsmatematik. Bland
annat innehaller varje oandlig méangd OO &kta delméangder, som éar lika stora som
OO. Kardinaltalet for OO anger en storleksordning, men inget exakt varde.

Foljande &r hamtat fran “Theory of Sets” av Nicolas Bourbaki:
Definition: En mangd sags vara oandlig, om den inte ar andlig.
Oandlighetsaxiomet: Det existerar en oandlig mangd.

De naturliga talen ar andlost manga och far inte plats i en andlig mangd med pa
forhand given storlek. Bourbaki-definitionen ger da, att mangden N av alla
naturliga tal ar oéndlig.

Delmangder kan konstrueras enligt mallen M,, = {1,2,...,n}. Nér vi later n ga mot
odndligheten &r gransvardet for n det oandligat kardinaltalet alef-noll: &,. Som jag
behandlat pa annan plats ar gransvardet for en monotont, strangt vaxande andlos
talfoljd ouppnaeligt. Jag har vidare visat, att ett sadant gransvarde saknar de
egenskaper som styr konvergensen. | det hér fallet ser vi, att Peanos efterfoljare
har trillat bort i gransvardet. Mangden N &r det ouppnaeliga oandlighetsmalet,
alltsa:
N = 7111_13010{1, 2,..,n}och gy = 7111_>n.}on

Varje andlos mangd saknar slut men nar aldrig fram till att 6verga till att bli en
oandlig méngd, eftersom namnda gransvarde ar ouppnaeligt. Mangderna tillhor
tva helt skilda varldar.

N innehaller oandligt manga oandliga tal, dar inget av dem lyder under Peanos
axiomsystem, eftersom addition med 1 aldrig ger en efterfoljare. N bestar till
storsta delen av icke-naturliga oandliga tal. Da ar det givetvis fel att kalla N for
méangden av alla naturliga tal.

Mangden N av alla naturliga tal (och ingenting annat)
ar en omojlig konstruktion!

Detta lilla konstaterande andrar mangdlarans spelplan.

Alla naturliga tal maste, oberoende av hur andl6st stora de an ar, félja samma
matematiska regelverk. Det ar inte korrekt att pasta, att mangden N av alla
naturliga tal ar lika stor som méngden J av alla jdmna, naturliga tal. Anledningen
ar givetvis, att det enligt ovan inte gar att konstruera nagra sadana mangder att
jamféra med varandra. Om N = {1, 2, 3, ...} inte kan renodlas till att bara
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innehalla naturliga tal, galler sasmma for J = {2, 4, 6, ...}.
Hej da, Hilberts hotell!

Hilberts hotell, kommentar
Detta i matematikens méangdléara sa kanda hotell har oandligt manga rum,
som samtliga har gaster. Inget ledigt rum alltsd. Nu kommer en ny person
och vill ta in pa hotellet. Receptionisten I6ser problemet genom att flytta
varje inneboende gast till nasta rumsnummer (nr 1 till 2, nr 2 till 3 och sa
vidare). Se! Nu blev rum 1 ledigt och dar placerades den nya gésten.

Resonemanget faller pa en felaktighet. Varje pastaende skall grundas pa en
given forutsattning. Har &r den, att samtliga rum &r upptagna. Den
egenskapen géller varenda rum oberoende av, var det befinner sig.
Massflyttningen forutsatter emellertid, att det trots allt finns rum med
egenskapen “ledigt” nagonstans borta i oandligheten, det vill séga, den
givna forutsattningen motsags.

Dessutom: Nar rumsnumrena blir odndliga, slutar turordningen att fungera,
sa ingen av gasterna dar borta vet, vilket rum de ska flytta till.

En foljdeffekt &r, att inte heller madngden av alla rationella tal &r mojlig att skapa.

Ett beromt intervall

De reella talen i intervallet fran O till 1 pa tallinjen bildar mangden kontinuum
(eller kontinuets maktighet). Antalet element &r kardinaltalet c.

Jag pudrar intervallet med ett antal nagorlunda jamnt fordelade delningspunkter.
Ju fler punkterna ar, desto kortare blir delintervallen. Nar jag later antalet
delningspunkter vara oandligt, alltsd ouppnaeligt, ar delintervallen oandligt sma
(ouppnaeligt sma), men trots det akta delintervall. Om de hade “uppnatt” den
exakta langden 0, hade de blivit punkter och da tappat sin langddimension, varvid
hela intervallet hade férsvunnit in i en punkt.

De oandligt sma akta delintervallen identifieras pa tallinjen som de diffusa tal, vi
kallar irrationella. De ouppnaeligt manga delningspunkterna saknar alla
dimension, punkten &r den ultimata anorektikern, och bidrar darfor inte till linjens
utbredning. Denna fas av enbart de irrationella talen.

Bland de ouppnaeligt manga delningspunkterna aterfinns de exakta talen, alltsa de
rationella talen. Dessa ar dock alltfor fa (har inte den kardinalitet som behovs), for
att krama fram de irrationella talen.

Ett lite annat satt att se pa intervallet:
Om vi tar bort alla punkter som star for rationella tal i ett intervall, sa andrar
detta inte intervallets sammanlagda langd. Vad som aterstar ar de
irrationella talen. Det & med andra ord dessa och inga andra som bygger
tallinjens utstrackning. Da kan de inte heller vara punktformiga, det vill siga
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exakta tal. De &r alltsa diffusa och har den akta dimensionsegenskapen.

Nagra av mina mangdtyper

Uppraknelig méngd
Oandlig mangd
Akta oandlig méngd
Hybrisméngden
®-méngden

Uppréaknelig mangd:

En mangd &r uppréknelig, om dess antal element begransas av ett naturligt
tal.

Méngdtypen delas upp i tva fall.

Fall 1.
Detta &r méngdtypen som kallas andlig méngd.

Maéngden kan noteras som {1, 2, 3, ... n}, dar n &r ett givet, naturligt tal. VVardet n
ger oss det exakta antalet element i mangden. Réknereglerna &r vélkdnda och
genomtankta.

Fall 2.
Mangden kan skrivas {1, 2, 3, ... x} eller {1, 2, 3, ...}, dar x &r ett icke angivet,
naturligt tal (utelamnat x ar underforstatt). Sa fort vardet x ges, blir resultatet som
i fall 1. Fall 2 &r en generalisering av fall 1. Samma rakneregler galler i bada
fallen.

Kommentar
Hur stort vi an satter x i fall 2, kan vi i alla fall dra till med &nda storre
varden pa x som fortfarande ar uppnaeliga (x + 1000 > x). Av det skalet
kallar jag upprakneliga mangder som saknar Gvre grans for &ndlésa, men
inte oandliga.

| det o&ndliga fallet galler oandlighetsmatematik (x + 1000 = x). Vi kommer
alltsa inte hogre an x inom det aktuella kardinaltalet.

Oéandlig mangd (Dedekind 1888):

En méngd &ar oandlig, om den &r lika stor som (mer exakt: ekvivalent med)
en akta delmangd av sig sjalv.

Hér bor en varning utfardas. | fallet mangden av reella tal handlar det om en
kombinerad méngd. Den &r dels en dkta o&ndlig méngd (se nedan) som é&r
mangden av irrationella tal och dels en uppréknelig méngd (de rationella talen).

De bada mangdtyperna foljer olika rakneregler, sa det géller att ha klart for sig,
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nar vilken av dem ska galla. Risken finns, att man tillampar en rakneregel pa fel
méangdtyp.

Akta oandlig mangd:

En mangd &r &kta oandlig, om den ar lika stor som (mer exakt: ekvivalent
med) alla delmangder av sig sjalv.

Ett exempel & mangden av irrationella tal (varje enskilt tal &r enligt ovan en
oandlig mangd).

Hybrismangden:

En foljd av siffror bildar ett decimallost tal T > 0.
Antalet siffror i T tillats vara bade uppréakneligt och oupprakneligt.
En méangd kallas hybrisméngd, om dess antal element &r T.

(T: se ovan, Hur mangder definieras!)
En hybrisméngd kan vara andlig eller odandlig utan att vara definierad som
nagondera av dem.

O-mangden:

®-mangden beskrivs i avsnittet Taluppdelning ovan!

Tva matematiska system

Ett exakt tal ar identifierbart och uppnaeligt oberoende av, hur stort det ar. Ett
oandligt tal &r en storleksordning och kan av det skélet inte ha ett exakt vérde.
Denna skillnad resulterar i tva skilda matematiska system — andlighetsmatematik
och oandlighetsmatematik. De &r usla pa att samarbeta, vilket foljande exempel
visar.

Exempel 1

Jag har last en relativt nyutkommen bok skriven av en vérldsberomd svensk
fysikprofessor (Max Tegmark). Han tar bland annat upp fysikens mattproblem,
vilket handlar om att rékna med det odndliga, och sager foljande.

Matematikerna har tagit fram en elegant I6sning de kallar grénsvar-
desberakning som i manga fall ger mening at braket oo/oo. Till exempel,
hur stor andel av alla naturliga tal 1, 2, 3... & jamna? Det finns oandligt
manga tal och odndligt manga dr jimna, sd andelen &r co/oo. Men om vi
bara raknar de forsta n talen far vi ett meningsfullt svar som till viss del
beror pa vid vilket tal vi satter en 6vre grans. Om vi fortsatter att 6ka n,
finner vi att andelen pendlar allt mindre ju mer n 6kar. Om vi nu satter
gransen dar n narmar sig oandligheten far vi ett véldefinierat svar som
inte beror pa n dverhuvudtaget: exakt halften av alla tal ar jamna.
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Detta later som ett rimligt svar, men oandligheter ar forradiska: den
andel tal som &r jamna beror pa vilken ordning vi raknar dem i! Om vi i
stallet ordnar dem 1, 2, 4, 3, 6, 8, 5, 10, 12, 7, 14, 16 och sa vidare ger
samma gransvardesschema svaret att °/; av talen ar jamna! For efter
hand som vi fortséatter ner genom listan med tal ser vi att det gar tva
jamna tal pa varje ojamnt. Vi fuskade inte, ty forr eller senare dyker alla
jamna och udda tal upp pa var lista. Vi har bara dndrat ordningen pa
dem. P& samma sétt kan jag, genom att ordna om talen pa lampligt sétt,
bevisa for dig att andelen jamna tal &r ett dividerat med ditt
telefonnummer ...

Min kommentar

| det andliga fallet (ett fixerat antal ingaende tal) kan vi arrangera talens
ordning, som vi vill. Antalet udda respektive jamna tal ar oférandrat manga,
sa fordelningen blir alltid densamma. | gransvardesberdkningen ar det i
varje enskilt berakningssteg en talfoljd med ett fixerat antal ingaende tal —
andligt med andra ord.

| citatets andra stycke, nast sista meningen, menar professorn, att de saknade
talen dyker upp langre bort. Han aberopar oandlighetsmatematik genom att
indirekt hanvisa till Hilberts hotell (som jag ndamnt nagra sidor tidigare). Nu
befinner vi oss plotsligt i oandligheten och dar saknar tal exakta vérden. Dar
galler inte Peanos axiomsystem. Dér kan vi inte skilja pa udda och jamna
tal, dd vart och ett bestar av oandligt manga siffror. Det finns ingen
identifierbar sistasiffra som talar om ifall talet &r udda eller jamnt.

Dessutom: | det oandliga fallet (Hilberts hotell) ar antalet ingaende tal
okéant. Om vi vill lista talen baklanges, sa vet vi inte, vilket vi ska borja med.

Exempel 2
Fran en annan bok av en annan kand svensk fysikprofessor (UIf Danielsson)
citerar jag:

”Men att sdga att nagot ar oandligt ar bara ett annat sétt att sédga att nagot ar
valdigt, valdigt, valdigt stort. Sa stort att man inte behover bry sig om de
exakta dimensionerna. Det &r i alla bemarkelser tillrackligt stort.”

Min kommentar

Hé&r ar en uppenbar sammanblandning av begreppen oéndlig och &ndlos. |
och med att han sager “tillrackligt stort”, kan jag konstruera naturliga tal
som &r storre &n hans oandlighet. Talet gox, beskrivet en handfull sidor
tidigare, 1ar ligga bortom hans storleksbehov.

Att blanda de bada matematiksystemen &r en falla som, tror jag, drabbar valdigt
manga som arbetar med matematikens odndlighet. Det ar latt att ga vilse dar, aven
for den klokaste.
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