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Gransvarden.

Kapitlets syfte

Intervallinkapslingssatsen behdver stramas upp. Min nya version &r en hornsten i
kommande idépresentationer. Samma géller for gransvarden.

Grénsvérdesdefinitionen réttar jag till med hjélp av intervallinkapslingssatsen. Jag
utesluter vissa resultat (som jag kallar slutvarden) fran att vara gransvarden.

Intervall
Ett intervall ar ett sammanhéngande avsnitt pa den reella tallinjen.

Nér jag skriver intervall som [a__b], (a__Db), (a__b], [a__b), med eller eller utan
linje, avser jag tolkningen nedan. Ersétter jag linjen med kommatecken, galler den
vedertagna tolkningen.

Hakparentes betyder, att andvardet ingar (annars inte). Linjen mellan éndvérdena
a och b representerar intervallets innehall exklusive a och b.

Nér det inte finns nagot innehall mellan dndpunkterna, blir beteckningarna [a], (a),
(a] och [a). Varken linjen eller b behdvs, eftersom a och b nu har samma vérde.

e Intervallet [a] &r slutet och innehaller ett enda tal, a, som &r samma som
intervallets bada gréanser.

e Intervallet (a) ar 6ppet och saknar bade innehall och andvarden.

e Intervallen (a] och [a) &r halvoppna. Har ingar det slutna dndvardet a men
inte det 6ppna andvardet a. Fragan ar da: Ingar a eller ej? For det kan val
inte gora bada delarna samtidigt?

Det slutna intervallet [a] kallar jag nollintervallet (O varden mellan &ndpunkterna).
Enligt Bourbaki: Elements of Mathematics ska de 6vriga varianterna definieras
som tomma, sa (), (a] och [a) benamns alla tre det tomma intervallet.

v" Varije reellt intervall med olika &ndpunkter innehaller oandligt manga
olika talvarden.

v" Nollintervallet innehaller endast ett varde.

v Det tomma intervallet innehaller inget varde alls.
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Intervallinkapslingssatsen

Det har avsnittet ar centralt och nédvandigt for forstaelsen av gransvarden och
foljdeffekter av desamma, typ irrationella tal och oéndliga tal/méngder.

Intervallinkapslingssatsen kan populart beskrivas sa har. Jag har en féljd av slutna
intervall av reella tal. Om inget efterfoljande intervall sticker utanfor foregaende
intervall, sa har jag en intervallinkapsling. Kraver jag dessutom, att de allt kortare
intervallens langder ska sjunka ner mot 0, nar antalet intervall gar mot
oandligheten, formuleras intervallinkapslingssatsen pa vardagssprak vanligen:

Det finns bara ett enda tal A som tillhor (= ligger inbakat i) alla intervallen
som inkapslar varandra.

Satsen tolkas som, att man till slut nar ett nollintervall, det enda som innehéller
bara ett tal A, ndmligen intervallet [A].

Intervallinkapslingssatsen maéter alla som studerar matematik pa lite mer
avancerad niva. Och alla tror uppenbarligen, att den &r sann, for ingen verkar ha
protesterat mot den. Sa har borjade en larare pa en av vara hogre laroanstalter sitt
skriftliga bevis av satsen:

”Bevis: Att det inte kan finnas mer an ett tal som tillhor alla intervallen ar
praktiskt taget sjalvklart. ...”

Hoppsan, dar gick han rakt in i féllan! Satsen &r sann for alla féljder av intervall,
dar man (konstlat) lagger till det sista intervallet [A] oandligt manga ganger. For
alla icke-konstlade o&ndliga foljder ar slutsatsen inte sann.
Jag skérper nu intervallinkapslingssatsen genom att kréva:

For varje delintervall skall det finnas ett &nnu kortare intervall langre
bort i inkapslingsféljden.

Detta hindrar det suspekta nollintervallet fran att inga i foljden. Eftersom det
saknar utbredning, finns det inte nagot kortare an det.

Skarpningen ger ocksa, att det med nodvéndighet finns oandligt manga olika
langa, inkapslade intervall.

Mitt krav ar viktigt, for det sorterar bort foljder som redan efter ett andligt antal
steg nar ett slutvarde = nollintervallet.

Hér &r en effekt av min skérpning av intervallinkapslingssatsen:
Det finns alltid o&dndligt manga tal, som tillhor alla intervallen. Ett enda av

dessa tal, talet A, har dock den unika egenskapen att garanterat tillhora
alla intervallen.
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Lat mig for ett 6gonblick vanda pa resonemanget och latsas, att det pa klassiskt
vis bara finns ett enda gemensamt vérde A. Jag kallar ett annat, ndraliggande
varde for B. Oberoende av hur néra intill varandra A och B ligger, sa kommer B
att underkannas som ett gemensamt tal, for nagonstans langre bort i
intervallkedjan nas intervall som ar sa korta, att till och med B hamnar utanfor.

Inget utpekat talvarde skilt fran A kan vara ett for alla intervallen gemensamt tal.
Men, i det ynkliga intervall som sopade bort B ligger fortfarande oandligt manga
tal. Detta galler for alla tankbara varden pd B. Aven om vi rensar ut oandligt
manga varden, aterstar det &nda oandligt manga till.

Det speciella talvardet A i satsen har flera unika egenskaper, varav en &r, att
garanterat tillhora alla intervallen. Andra unika egenskaper hos A presenteras
senare i texten.

Gransvarde

Gransvarden ar centrala for var forstaelse av varlden. Min syn pa hur viktiga
gransvarden ar far ett visst stod av ett uttalande av Bertrand Russel, en av
nittonhundratalets stora tdnkare och matematiker/logiker samt nobelpristagare i
litteratur. Han sa ungefar sa har:

Trots att det verkar som en paradox, domineras all exakt vetenskap av idén om
approximationer.

Approximationer &r narmevarden, det vill sdga varden som ligger ndjaktigt nara
ett exakt, teoretiskt varde. Skillnaden mellan ndrmevérdet och det exakta vardet
bor vara sa liten, att man kan bortse fran den. I den numeriska analysen kan denna
skillnad vara ganska stor, den praktiska tillampningen styr. Nar det géller
gransvarden, driver man skillnaden till att bli oandligt liten men &nda inte exakt 0,
alltsa extremfallet.

Den klassiska definitionen av gransvarde:
Funktionen f séags ha gransvardet A, nar x — +w, om det till varje tal ¢ > 0
finns ett tal w, sadant att | f(x) - A | < € for alla x sadana att x > w.

Den har definitionen tillater, att f(x) = ett konstant varde A bortom ett visst x-
varde (w). A dr da ett slutvarde. Ett sadant kannetecknas av, att det uppnas, i en
funktion vid ett givet x-vérde och i en talféljd efter ett andligt antal steg och
déarefter inte dndras.

Foljande bild visar, hur jag stanger in en funktion/talfoljd i en foljd av slutna
intervall. Funktionen visas som en tunn béljande kurva. Talf6ljden markeras med
sma ringar, vars hojd antyder deras varden. De feta kurvorna askadliggor, hur
intervallen monotont avtar i langd.
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Talfdljd och intervall

IS

Om intervallféljden uppfyller mina krav i intervallinkapslingssatsen, ger den
foljande definition av gransvarde:

Funktionen f séags ha gransvardet A, nar x — +w, om det till varje tal & > 0
finns ett tal w, sadant att 0 < | f(X) - 4 | < ¢ for alla x sdadana att x > .

Jag utesluter | f(x) - A | = 0, som motsvarar det icke tillatna nollintervallet. A ar
antingen ett slutvarde eller ett gransvérde, aldrig bada.

Utan att har ge ett teoretiskt bevis, redovisar jag den viktiga slutsatsen:
Gransvardet saknar de egenskaper som styr konvergensen.
Det kommer exempel pa detta.

Lat oss nu se pa specialfallet monotona kurvor. De ar monotont vaxande, om de
aldrig avtar samt monotont avtagande, om de aldrig stiger.

Nér det galler monotona kurvor, har vi annu en viktig poang att skérda, namligen
att en konvergerande, monoton kurva aldrig kan innehalla sitt gransvérde. En
pendlande (icke-monoton) kurva kan daremot skara gréansvérdet (den prickade
linjen i bilden ovan).

Kommentarer
Att en konvergerande monoton kurva aldrig kan na ett gransvarde (det
uteslutna nollintervallet [A]), styrs av min gransvérdesdefinition.

Om ett gransvarde hanteras, som om det dr ett slutvarde, ger det i vissa fall
forddande resultat. Som har:

Allatal i foljden 1/2 1/3 1/4 1/5 ... kan var for sig agera som ndmnare i
nagot brak, typ 53/(1/4), medan foljdens gransvarde 0 absolut inte kan vara
namnare (53/0). Division med 0 &r ej definierad!

| resten av kapitlet arbetar jag bara med monotont konvergenta kurvor/talféljder
som saknar slutvarde.
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En forsvunnen egenskap

Nar det galler funktioner, sa har till exempel y =1/ x sjalvklara egenskaper, som

gransvardet saknar. Kurvan &r standigt avtagande och krokt. Gransvardet ar a
andra sidan en rét, horisontell linje (y = 0, det vill sdga x-axeln).

For en talfoljd (i stallet for x ovan valjer jag n, ett naturligt tal) kan det bli sa har:

Bortom ett visst varde pa n (for n > 1 i vart exempel) ar 1/n alltid en kvot, som
inte kan reduceras till ett heltal. Gransvardet 0 ar daremot ett heltal. Vi har en
viktig egenskap som biter sig fast i talféljden och gransvardesprocessen, men som
foréandras/forsvinner i gransvérdet.

Kommentar
| fallet !Ln;(% + %) blir resultatet 1/2, vilket tyder pa, att namnda egenskap
finns kvar, men sa ar det inte, for termen 1/2 deltar inte aktivt i
grénsforloppet. Den kan brytas ut ur limesuttrycket.

Iim(%+%) = %+ !m(%) . Delen !ilr?o(%) ar det egentliga gransvardet.

n—oo

Det &r hos det egentliga gransvérdet som egenskapsforandringen galler.

Vid ett oandligt forlopp ar ”den forsvunna egenskapen” ett kannetecken pa, att
gransvardet ar hittat. Om gransvardet for 1/n ovan hade varit ett brak 1/nn (alltsa
vid bevarad egenskap), hade det ocksa varit mojligt att hitta ett &nnu mindre tal
genom att addera 1 till namnaren, 1/(nn+1), och da var 1/nn uppenbarligen inte
det sokta gransvérdet.

Vilken den tappade egenskapen dr, varierar fran gransvarde till gransvarde. Ibland
ar den svar att identifiera. Givetvis kan det finnas fler an en egenskap som
forsvinner eller forandras.

Sammanfattning
Fo6r monotona, konvergenta, odndliga talféljder har vi:
e Gransvardet saknar de egenskaper, som varje element tillrackligt
langt in i foljden har och som utnyttjas i konvergensforloppet.
e Gransvardet kan aldrig uppnas.

Motsvarande géller givetvis aven for funktioner, dar elementegenskaper
ersatts med funktionsegenskaper.
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Kvastar

Jag valjer tva monotont avtagande talfoljder T och F samt ett fixerat varde G. F ar
den talfoljd som ska undersokas.

-1 .l on G-o0
n

For allan > 1 galler T > F > G. Bade T och F sjunker monotont ner mot vardet G
=0, nar n vaxer Over alla granser. F &r instdngd mellan T och G. Eftersom T
sjunker ner mot G, fungerar dessa som 6vre och undre grans till F, vars
gransvarde bestams till klamvardet 0.

Som du ser, & T =n x F. T & med andra ord n ganger storre an F. Nar n gar mot
oandligheten sjunker bade T och F mot G = 0, men om vi jamfor T och F med
varandra, sa vaxer T till att bli oandligt mycket stérre &n F. Ur F:s synpunkt
kommer T att forsvinna upp i skyn och ge F ett i sitt tycke allt storre utrymme.
Det rimmar illa med att F klams ihop mellan T och G. T kommer aldrig att na ner
till G for att pa sa satt nagla fast det slutliga gransvardet for F.

Lat mig nu vélja ett helt knippe av talféljder:

1 1 1 1 _
n_z’ F3:F! F4:n_4; vy Fp:n—p ochG=0.

Mellan dessa rader inbérdes samma relativa fenomen som ovan. F; tenderar att bli
odndligt mycket stérre an F, som tenderar att bli odndligt mycket storre &n F3 som
tenderar att bli oandligt mycket storre &n F, som ... Allt relativt sett. Samtidigt
sjunker allihop mot 0. Hur ska alla dessa kunna strala samman i ett slutligt,
gemensamt gransvarde, nar de gor allt for att, aterigen relativt sett, komma bort
fran varandra?

Trots vad som nu sagts, raknar man allmant med grénsvérdet (exakt!) 0 som ett
sant slutvarde for alla de godtyckligt manga talfoljderna ovan.

Nu vander jag pa resonemanget och studerar D = x%, E = x* och F = x. Dér &r de
flesta rorande eniga om, att det ar en enorm skillnad mellan, hur brant respektive
kurva rusar upp mot oandligheten.

Anda ar problemet exakt som for A = 1/x, B = 1/x?* och C = 1/x°.
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A &r x ganger storre an B som ar x ganger storre an C. Jamfor det med att D ar x
ganger storre an E som ar x ganger storre an F. De relativa skillnaderna mellan
kurvorna pa vag mot noll &r precis desamma som hos kurvorna pa vag mot
oandligheten.

D, E och F gar mot oandligheten. Men i denna oandlighet ar D oandligt mycket
storre &n E som i sin tur ar odndligt mycket storre an F.

Om vi betraktar de olika kurvorna sedda fran D, sd intraffar det ovantade, att
ocksé E (= D/x) och F (= D/x?) gar mot gransvardet 0.

Manghorningen och cirkeln, del 1

Lat oss titta narmare pa en liksidig manghdérning med n stycken horn, med samma
vinkel i alla horn och med alla hornen riktade utat fran ett gemensamt centrum.

n = 3 ger en liksidig triangel, n = 4 en kvadrat, n = 5 en liksidig femhdrning. Nar
jag later antalet horn vaxa mot oandligt manga, paminner manghdrningen allt mer
en cirkel. Mycket riktigt &r manghdrningarnas gransvarde en sadan. En naturlig
fraga blir: Har cirkeln oandligt manga horn eller inga horn alls?
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Antag, att cirkeln har hérn. Kalla tre sadana i rad for A, B och C. Hornet B
bestams av de tva linjerna AB och BC. Deras langd xx &r oandligt kort utan att
darfor vara exakt 0. Om cirkeln har horn, sa ar den alltsa en manghorning med
sidlangden xx. Cirkeln kan da forfinas till en manghdrning med kortare sidlangd
an xx (som betyder fler sidor totalt) och &r darfor inte gransvardet. Av denna
motsdagelse foljer, att cirkeln saknar horn.

Manghorningen och cirkeln, del 2
Jag utgar fran tva cirklar med gemensam medelpunkt. Den mindre har radien r

och den storre radien R. Mellan dem l&gger jag in en fetmarkerad kurva enligt
figuren nedan.

Nu dubblar jag antalet kuggar och 6kar samtidigt r till r,, s att avstandet R - r;
blir halften av R - ry.

Denna dubblering och halvering fortsatts sedan i all oandlighet.

Lat mig borja med vardena R = 20 cm och r = 10 cm. Da &r summan av de radiella
delarna av kuggarna 8 x (R - r) =8 x (20 - 10) = 80 cm.

Pa den undre bilden arr =15 cm, sa R - r =5 cm. Men nu har de radiella delarna
okat i antal till det dubbla mot i forra bilden, alltsa fran 8 till 16 stycken, sa
summan av dem &r nu 16 x 5 = 80 cm, alltsa samma som tidigare. Hur mycket jag
an kramar ihop kugglinjen blir den ndmnda radiella summan 80 cm.
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r, véxer hela tiden mot R. | gransvardet ser den mellan cirklarna hopklamda
figuren ut som en cirkel med radien R =20 cm och dess yta och radie
sammanfaller till synes med gransvardecirkelns vars omkrets &r cirka 126 cm.
Men”kugg-"cirkelns &r ungefar 206 cm. Det skiljer darfér 80 cm mellan dem!
Kuggarna forsvinner aldrig helt. Oandligt manga och oandligt sma radiella delar
kombineras i det har fallet till ett tillskott pa 80 cm. ”"Kugg”-egenskapen &r en
egenskap som saknas hos gransvardet cirkel.

Klotvolymen, cirkelytan och punkten

En cirkelyta &r en rund skiva med en viss radie. Om jag krymper radien allt mer i
ett oandligt antal steg ner mot 0, far jag ett gransvéarde som ar en punkt, alltsa
cirkelns medelpunkt.

Punkten saknar radie (utbredning), sa den &r ingen cirkelyta. Om punkten hade
haft en radie, skulle det vara mojligt att krympa den en bit till och da hade
punkten inte varit det sokta gransvérdet.

Ség nu att vi har en klotvolym. Om vi later radien ga mot 0 i ett oandligt antal
steg, sa ar gransvardet aterigen en punkt, den som vi kallar klotets medelpunkt.
Den tredimensionella volymen har reducerats till en nolldimensionell punkt.
Rymdradien &r borta.

Genom att anvanda sjalva gransvardet, sa avsager vi oss i de har fallen tillgangen
till ett antal dimensioner, vilket kan vara nog sa allvarligt.

Motsatta vagen

Kan vi fran ett gransvarde hitta tillbaka genom gransvardesprocessen?

Nej! Gransvarden ar ouppnaeliga och saknar kontakt med det som genererar dem.
Alla funktioner/talféljder som har det givna gransvardet ar likvérdiga kandidater

och det kan rora sig om andlost manga.

Alla geometriska objekt som kan degenereras till gransvardet punkt ar ytterligare
exempel pa mangfalden returvagar.
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